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)ریاضی 98(  مجموع تمام اعداد طبیعی دورقمی مضرب 7، کدام است؟ �
742 )4 	735 )3 	728 )2 	721 )1

گزینۀ »2«
} که تشکیل یک  , , , , , }14 21 28 35 98 از: اعداد دورقمی مضرب 7 عبارت‌اند 
d می‌دهند؛ پس ابتدا تعداد  = 7 a و قدرنسبت

1
14= دنبالۀ حسابی با جملۀ اول
این اعداد را مشخص می‌کنیم:
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1

1 98 14 7 1 7 1 84( ) ( ) ( ) �
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تعداد این اعداد 13 عدد است؛ بنابراین مجموع آن‌ها برابر است با:
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گر مجموع 9 جملۀ اول یک دنبالۀ هندسی با قدرنسبت صحیح، 73 برابر   ا
مجموع3 جملۀ اول باشد، جملۀ سوم این دنباله چند برابر جملۀ اول آن است؟ 
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بنابراین نسبت جملۀ سوم به جملۀ اول برابر است با:
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مجموع و حاصل‌ضرب ریشه‌های معادلۀ درجه 2
بدون حل معادله می‌توان مجموع و حاصل‌ضرب ریشه‌ها را به دست آورد. اگر
) باشند، آنگاه: )a ax bx c� � � �0 0

2 β ریشه‌های معادلۀ درجۀ دوم α و
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x باشند، به‌ازای کدام  a x a2 2 1 2 1 0�� �� �� �� ��( ) ββ ریشه‌های معادلۀ αα و  اگر
β تشکیل دنبالۀ هندسی می‌دهند؟ � a ،α و مقدار a، به‌ترتیب سه عدد

)ریاضی ـ خارج 1401( �
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گزینهء »4«
 a a a a a a2 2 2

2 1 2 1 0 1� � � � � � � � � ��� �
روابط بین ریشه‌های حقیقی معادلۀ درجۀ دوم

مجموع مجذور ریشه‌ها یا مجموع 
� مربعات ریشه‌ها �2 2 2 2� � �S P

� مجموع مکعب ریشه‌ها �3 3 3 3� � �S PS

اختلاف ریشه‌ها یا فاصلۀ بین ریشه‌ها 
یا تفاضل ریشه‌ها یا طول پاره‌خطی که 

سهمی روی محور xها ایجاد می‌کند
 | |

| |
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β بیان نشده، دقت داشته باشید  در عبارتی که به‌صورت متقارن برحسبα و
β در معادله صدق می‌کنند. α و که

) را  )�� ��2 1�� 3 باشند. حاصل 2 3 02x x�� �� �� ββ ریشه‌های معادلۀ αα و گر  ا
به‌دست آورید.
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درنتیجه:
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گاهی برای حل یک مسئله، لازم است برای آن معادله‌ای بنویسیم و سپس آن 

معادله را حل کنیم.
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مشخص کردن علامت b ،a و c از روی نمودار تابع درجۀ دوم
acb

جهت دهانۀ سهمی را 
نشان می‌دهد.
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سهمی در محل برخورد 

با محور yها
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نوشتن معادلۀ سهمی از روی نمودار
اگر دو ریشه را داشته 

باشیم
اگر رأس سهمی را داشته 

باشیم
اگر سه نقطه از سهمی را 

داشته باشیم

 y a x Sx p� � �( )2
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نقاط داده‌شده 
را در معادلۀ بالا 
جای‌گذاری کرده 
و با حل دستگاه، 
ضرایب را پیدا 

می‌کنیم.

 P و S می‌توانیم از f x( ) برای بررسی تشخیص علامت ریشه‌های احتمالی0=
کمک بگیریم.

، S و P مشخص شده است. در شکل‌های زیر، از روی نمودار، علامت∆
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 ، f x ax a x( ) ( )�� �� �� ��2 3 تابع1 نمودار   ،a مقادیر  مجموعه  کدام  به‌ازای   
محور xها را در دو نقطه به طول‌های منفی قطع می‌کند؟ 

 a � �3 )2 		   a � �9 )1
 � � �3 0a )4 		  a � �1)3

گزینۀ »1«
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 صفرهای تابع درجۀ سوم� 
 p x( ) x است ابتدا a= ، برابر p x( ) اگر بدانیم یکی از صفرهای تابع درجۀ سه
x تقسیم می‌کنیم. سپس صفرهای خارج  قسمت را به دست می‌آوریم. a− را بر

سایر  باشد،   p x x x x( ) �� �� �� ��3 2 4 تابع4 صفرهای  از  یکی   x = 2 گر ا  
صفرهای تابع را در صورت وجود بیابید.

p عاملی  x( ) p است می‌توان نشان داد که x( x یک صفر تابع( = 2 از آنجا که
p را می‌یابیم. x( ) x عامل دیگر −2 p بر x( x دارد، پس با تقسیم( −2 به‌صورت
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 روش تغییر متغیر برای حل معادلات درجات بالاتر � 
برخی معادله‌های غیر درجه دو، با تغییر متغیر، قابل تبدیل به معادلۀ درجه دو هستند.
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 روش هندسی حل معادلات� 

g دو تابع باشند، طول نقاط تلاقی این دو تابع جواب‌های معادلۀ x( ) f و x( ) اگر
f است. x g x( ) ( )=

تعداد جواب‌های معادله و مقدار تقریبی جواب‌ها به روش هندسی )نموداری( حل 
معادلات به دست می‌آید.

) را به دست آورید. )x x� � �1
1

2
1

2 تعداد و مقدار ریشه‌های معادلۀ
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| را حل کنید. |x x x�� ��2 2  به روش هندسی معادلۀ

، نمودار این دو تابع را رسم می‌کنیم: g x x( ) | |= f و x x x( ) � �2 2  با فرض

١

٢

٣

٤

٥

٦

-٢

-١

١ ٢ ٤-٣ -٣ -٢ -١

y
f

x

g

 x x= =3 0, با توجه به نمودارهای دو تابع طول نقاط تلاقی دو نمودار عبارت‌اند از:
| می‌باشند. |x x x� �2 2 که جواب‌های معادلۀ

 حل معادلات گویا� 
مخرج‌ها رو به عوامل اول تجزیه می‌کنیم. کسرهای هر طرف تساوی رو با مخرج 

مشترک گرفتن ساده کرده و بعد طرفین‌وسطین می‌کنیم.

 حتماً آخرش جواب‌های قابل قبول و غیرقابل قبول را مشخص کنید.

1 را به شکل زیر حل کرده، اشکال 

1

2

1
2x

x
x�

� �
�

خطایابی! دانش‌آموزی معادلۀ
حل چیست؟

 1
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 � � � � � � � � � � �x x x x x2 2
1 2 1 2 1 �



سال تحصیلى ۱۴۰۶- ۱۴۰۵
14

یازدهم ریاضیریاضیات

 ساده‌سازی در حل معادلات گویا� 
اگه لازم شد، می‌توانیم قبل از طرفین‌وسطین، صورت و مخرج را ساده کنیم.

اگر صورت‌ها را ســاده کردیم، عبارت خط زدن مخرج هیچ مشکلی ندارد.
ساده‌شده را جزء جواب حساب می‌کنیم.

 2 1 2 1

1
2 2 2x x x x x x
�

�
� �

�( )

 � �
�

2 1

1x x
�طرفین‌وسطین � �2 1( )x x

 � � �x 2   

 x
x

x
x

�
�
�

�
�

1

3 1

1

3

 � �
�
�

�
�

x
x

x
x

1

3 1

1

3

1 1

�
� � � � �
� � � � � �

� � �

�
�
�

��

x x
x x x

x

1 0 1

3 1 3 2 4

2

 کار مشترک� 

 1 1 1
t t tA B AB

� �

 tAA

 tBB

 tABباهم B و A

انجام   3t مدت‌زمان در  را  کار  همان  رضا  و   t مدت‌زمان  در  را  کاری  علی   
 t گر هر دو باهم کار کنند، این کار در 15 ساعت تمام می‌شود. مقدار می‌دهد. ا

چند ساعت است؟
24 )4 	21 )3 	18 )2 	20 )1

1 گزینۀ »1« 1

3

1

15

4

3

1

15
20

t t t
t� � � � � � �

 سرعت‌های متفاوت در مسیر رفت و برگشت� 

 متحرکی مسیر 90 کیلومتری را با سرعت v طی می‌کند. در مسیر برگشت، 
سرعت متحرک 1 کیلومتر بر ساعت افزایش یافته و زمان برگشت، 1 ساعت کمتر از 
زمان رفت می‌شود. مجموع زمان رفت و برگشت این متحرک، چند ساعت است؟

19 5/ )4 	19 )3 	18 5/ )2 	18 )1
گزینۀ »3«
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t
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1
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 � � � � � � � � � � �
��v v v v
v
v

2
90 0 10 9 0

10

9
( )( )

¡ ¡ ù

 �

 �
� �

� �
� � �

�
�
�

��

t

t
t t1

2

1 2

90

9
10

90

10
9

19 �

 غلظت محلول� 

 SÊ±ü

½kº¼{ï®e

Ï¼±d¶ ®¨
½kº¼{ï®e SÊ±ü Ï¼±d¶ ®¨� � � � �

 30 کیلوگرم رنگ با غلظت 40 درصد با 20 کیلوگرم رنگ از همان نوع با غلظت 
60 درصد مخلوط شده‌اند. غلظت محلول حاصل چند درصد است؟

24 )2 		 48 )1
38 )4 		 68 )3

گزینۀ »1«

 
1

40

100
30 12

2
60

100
20 12

â½kº¼{ï®e

â½kº¼{ï®e

®ÅIe

� � �

� � �

�

�
�

�
�
�

kg

kg

  Ï¼±d¶ SÊ±ü � � �12 12

50
0 48/ �

 حل معادلات رادیکالی� 
 جملات را طوری در طرفین تساوی جابه‌جا می‌کنیم که یک عبارت رادیکالی 

به‌تنهایی یک طرف تساوی قرار گیرد.
 دو طرف را به توان 2 می‌رسانیم )برای از بین بردن رادیکال( و در صورت لزوم 

با تکرار این عمل، معادله را از شکل رادیکالی خارج می‌کنیم.
 در معادلات گنگ علاوه بر شرط دامنه، شرط قبل از به توان 2 رساندن 

لحاظ شود.

 x x x x x x xx
x� � � �� � � � � � � ��
�2 4 4 5 4 0
0

2

2 2  �

 ( )( )x x
x

x
� � � �

�

�

�
�
�

1 4 0
1

4

¡ ¡ ù


�
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 دو یا سه رادیکال� 
 در این سؤالات ابتدا دامنۀ رادیکال‌ها را بررسی می‌کنیم.

اگر دامنه، یک یا چند عدد بود، چک می‌کنیم آن عدد جواب می‌دهد یا خیر.

  

D��� �0 �
اگر دامنه بازه بود، یک رادیکال را سمت راست معادله نگه داشته و یک رادیکال را 

سمت چپ می‌بریم و با توان‌رسانی مراحل حل معادله را انجام می‌دهیم.
 دقت کنید حتماً جواب‌ها را چک کنید تا در مرحلۀ 2 روبه‌روی رادیکال منفی نشود.

2 درست است؟ 3 2 1x x�� �� �� ��  کدام گزینه در مورد ریشه‌)های( معادلۀ
1( دو ریشۀ حقیقی مثبت دارد.

2( فقط یک ریشۀ حقیقی منفی دارد.
3( فقط یک ریشۀ حقیقی مثبت دارد.

4( ریشۀ حقیقی ندارد.
گزینۀ »3«

 D � ��[ , )
3

2
�

 2 3 2 1 2 3 2 1 2 2
2x x x x x� � � � � ��� � � � � � �·H¼U �

 � � � � � ��� � � � ��
2 2 6 4 2 12 36

6 2x x x x xx ( ) �

 � � � �x x2
16 28 0 �

 � � � � �
�
�

�
�
�

( )( )x x
x

x
2 14 0

2

14

¡ ¡ ù

�

 مستطیل طلایی� 

مستطیل طلایی: اگر مستطیلی با طول x و عرض y داشته باشیم که در آن رابطۀ

x برقرار باشد، این مستطیل را طلایی می‌نامیم، در مستطیل طلایی:
y
� �1 5

2

x y

x

x

y

�
�

x را عدد طلایی می‌گویند. � �1 5

2
1 618 / عدد طلایی: عدد
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2 است. طول قطر این مستطیل  5  در یک مستطیل طلایی، مساحت برابر
چقدر است؟

 3
2

5 )2 		  4
5

5 )1

 15 )4 		  10 )3
گزینۀ »3«

با توجه به فرض مسئله، خواهیم داشت:
 b a� �1 5

2
�

 ab a a� � � � �2 5
1 5

2
2 5 �

 � �
�

�
�

� � �a a2 24 5

1 5

4 5 5 1

4
5 5

( ) �

b

ad

بنابراین طول قطر مستطیل برابر است با:

 d a b a
b

a
2 2 2 2 2 2

1 5 5 1
1 5

2
� � � � � � � �

( ( ) ) ( )( ( ) ) �

 � � � � � � � �( )( )5 5
5 5

2

25 5

2
10 10d �

 قدرمطلق�

 x x
x x
x x

2 0

0
� � �

� ��| | �

 معادلات قدرمطلقی� 

 | |x
x x
x x

� � � � � � �
� � � � � ��1 3
1 3 4

1 3 2
 | |x a

x a
x a

a� � �� �
� ���0

 | | | |2 3x x� �

 � � � � �
� � � � � � ��2 3 3

2 3 3 3 1

x x x
x x x x

 | | | |x a
x a
x a

� � �
� ��
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 نامعادلات قدرمطلقی� 

 | | ( , )x x x� � � � � � � � �� � � ��
5 4 4 5 4 1 9 1 9

5 �

١٠ ٢ ٣ ٥٤ ٦ ٧ ٨ ٩ ١٠

x

 | |x
x x

x x
� � �

� � � �

� � � � �

�
�
�

��

9

2

3

2

9

2

3

2
6

9

2

3

2
3

�

 � �� �� �( , ] [ , ) ( , )3 6 3 6∪ �IÄ �

١٠ ٢ ٣ ٥٤ ٦ ٧ ٨ ٩ ١٠

x

 ویژگی‌های قدرمطلق� 

 | |x ≥0 �
 | | | |x x� � �
 | | ( )x a x a a� � � � �0 �
 | | | | | |a b a b� � � �
 | | | | | |a b a b ab� � � � �0 �
 | | | | | |a b a b ab� � � � �0 �
 | | ( )x a a x a x a a� � � � � � � �2 2

0 �
 | | ( )x a x a x a x a a� � � � � � � �IÄ

2 2
0 �
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 رسم تابع قدرمطلقی با انتقال� 

 y x=| |
y

x

 y x� �| | 1

١

y

x

یک واحد به بالا

 y x� �| | 1

-١

y

x

یک واحد به پایین
 y x� �| |1

y

x
-١

یک واحد به چپ

 y x� �| |1
y

x
١

یک واحد به راست
 y x� � | |

y

x
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 مجموع یا تفاضل قدرمطلق‌های درجه یک� 

 ریشه‌های داخل قدرمطلق )نقاط زاویه‌دار( را به دست می‌آوریم.
 نقاط به‌دست‌آمده را به هم وصل می‌کنیم.

 یــک عدد دلخواه پس از آخرین نقطۀ زاویــه‌دار بزرگ‌تر و یک عدد دلخواه 
قبل از نقطۀ زاویه‌دار کوچک‌تر مشــخص کرده و نقاط زاویه‌دار اول و آخر را به 

آن وصل می‌کنیم.
y

x

 y x� � �| | x1
 x x� � � � �1 0 1

 x
y

− −
− −
2 1 0

1 1 1

y

x

 y x x� � � �| | | |2 1

 x x
x x
� � � � �
� � � �� 1 0 1

2 0 2

 x
y

− −2 1 2 3

5 3 3 5

y

x

 y x x� � � �| | | |2 1

 x x
x x
� � � � �
� � � �� 1 0 1

2 0 2

 x
y

− −
− −

2 1 2 3

3 3 3 3
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 هندسه �2

 مفاهیم اولیه در دایره� 
دایره: مجموعهء نقاطی از صفحه که از یک نقطۀ ثابت به یک فاصلۀ ثابت باشد. دایره 

C نمایش می‌دهیم.  O R( , ) به مرکز O و شعاع R را با نماد
وضعیت نسبی نقطه و دایره: فاصلۀ مرکز دایره تا نقطه را محاسبه می‌کنیم. سه 

حالت داریم: 
OA R� � A داخل دایره است.
OB R� � B روی دایره است.
OC R� � C خارج دایره است.

معادلۀ ریشه‌های   C O( , )1 دایره مرکز  تا   N و   M نقاط  فاصلۀ  گر  ا  
3 باشند، این نقاط نسبت به دایره چه وضعیتی دارند؟ 5 2 02x x�� �� ��

1( هر دو داخل دایره است. 
2( یکی روی دایره و یکی خارج دایره است. 
3( یکی روی دایره و یکی داخل دایره است. 

4( یکی داخل دایره و یکی خارج دایره است. 
گزینۀ »3«

 3 5 2 0

1

2

3

2x x
x R

x R
� � � �

� �
� �

�
�
�

��

½oÄHj Á»n

½oÄHj ®iHj
�

نزدیک‌ترین و دورترین نقاط نسبت به دایره: اگر نقطه‌ای داخل یا خارج قرار داشته 
باشد، آن را به مرکز دایره وصل کرده و امتداد می‌دهیم. نقاط برخورد با دایره دورترین 

و نزدیک‌ترین نقاط هستند. 
A

O

نزديک ترين

دورترين

A

O

نزديک ترين

دورترين

وضعیت نسبی خط و دایره: فاصلۀ مرکز دایره تا خط را محاسبه می‌کنیم. سه حالت داریم:

O

H

O

H

H

O

A

B

C

O
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خط خارج دایره است.خط بر دایره مماس است.خط و دایره متقاطع‌اند.
 OH R< OH R= OH R>

قضیه: اگر خط بر دایره مماس باشد )یک نقطۀ تماس داشته باشند(، شعاع وارد بر 
خط مماس، در نقطۀ تماس بر این خط عمود است. 

  فاصلۀ دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایره تا نقطۀ A که خارج دایره می‌باشد، 
به‌ترتیب ۸ و ۲ است. طول مماس رسم‌شده از نقطۀ A بر دایره کدام است؟

4 )2 		 3 )1
6 )4 		 5 )3

گزینۀ »2«

A
H

C
O

B

3

3

3

2 AC AB R R

OAH AH AH

� � � � �

� � � �

2 6 3

5 3 4
2 2 2

�
: �

زاویۀ مرکزی: زاویه‌ای که رأس آن مرکز دایره و ضلع‌های آن، شعاع‌های دایره باشند. 
 اندازۀ زاویۀ مرکزی برابر اندازۀ کمان روبه‌رو با آن است.

 کمان‌های دایره‌های مختلف می‌توانند اندازه‌های برابر و طول‌های متفاوت داشته 
باشند. برای تبدیل اندازه و طول یک کمان از تساوی زیر استفاده می‌کنیم: 

������ ·Iµ¨ â½pHkºH

½oÄHj ôÃd¶

â ·Iµ¨ Ï¼ö

360
=

�
)اندازۀ کمان برحسب درجه است.(

قطاع دایره: ناحیه‌ای از درون و روی دایره که به دو شعاع دایره و کمان آن دایره 
محدود است. 

O

A

B

L
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L
R

AB �
� �
180

 طول کمان AB برابر است با:� 

S
R� � �2

360
 مساحت قطاع برابر است با:� 

α برحسب درجه است.( (

گر شعاع‌های دو دایرۀ هم‌مرکز 2 و 4 واحد و طول کمان CD برابر ۴ باشد،   ا
مساحت ناحیۀ رنگی کدام است؟

9 )2 		 8 )1
12 )4 		 10 )3

گزینۀ »۴« 

L
R

CD � � � � �� � � �
��

180
4

2

180
360

( ) �

S S S
Â«ºn ©nqM ÌIõ¤ ¦a¼¨ ÌIõ¤

� � � � � � �
� � � �( ) ( )4

360

2

360
16 4 12

2 2

�

وتر: پاره‌خطی که دو نقطۀ متمایز روی دایره را به هم وصل می‌کند. 

 وتری که از مرکز دایره می‌گذرد قطر دایره است. )بزرگ‌ترین وتر دایره(
قضیه: در هر دایره، قطر عمود بر وتر، آن وتر و کمان نظیر آن را نصف می‌کند و برعکس.

C
H

A

B

D CD AB
AH HB

AD DB
� �

�
�� 

 در شکل زیر، دو وتر AB و CD بر هم عمودند. شعاع دایره کدام است؟

2 5 )2 		 5 )1
2 6 )4 		 6 )3

گزینۀ »۱« 

AC

BD

C
M

A

B

D
1

7

1
7



سال تحصیلى ۱۴۰۶- ۱۴۰۵
24

یازدهم ریاضیریاضیات

قطر عمود بر وتر، آن وتر را نصف می‌کند؛ درنتیجه: 

C
M

A
H

B

D

O
R

4

3

3

4
1

3
1

H�

OH AB AH BH MH� � � � � � � � � � � �4 4 1 3 �
OH CD CH HD MH� � � � � � � �4 4 1 3 �

′OHMH مستطیل است، بنابراین:� چهارضلعی
OH MH� � � 3 �

OHD داریم:� در مثلث قائم‌الزاویۀ
R R2 2 2

3 4 5� � � � �
قضیه: در یک دایره، اگر دو وتر برابر باشند، کمان‌های نظیر دو وتر نیز برابرند و برعکس. 

A

B

C
D

AB CD AB CD� � � 

�

قضیه: در هر دایره، وترهای برابر از مرکز دایره به یک فاصله‌اند و برعکس. 
A

H

B
O

D

C

H�
AB CD OH OH� � � �
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 در شکل زیر، دو وتر AB و CD از مرکز دایره به یک فاصله‌اند. مقدار x کدام 
است؟

60°  )2 		 30°  )1
25°  )4 		 45°  )3

گزینۀ »۲« 

دو وتر AB و CD از مرکز دایره به یک فاصله‌اند، درنتیجه باهم برابرند. 

AB CD AB CD AC BD� � � � � � � � �   

30 30 �
� � �AC BD  � �
2 30 210 360 60 60� �� �� � � �� � �� ���� � �

Áq¨o¶ x x


 �
قضیه: در یک دایره، از دو وتر نابرابر، وتری بزرگ‌تر است که به مرکز دایره نزدیک‌تر 

باشد و برعکس.

A H B
O

D

C
H�

AB CD OH OH� � � �

�

نتیجه: کوچک‌ترین وتری که از یک نقطه در درون دایره می‌توان رسم کرد وتری 
است که بر قطر گذرنده از آن نقطه عمود است.

O

A
BM

برابر ۵ است. طول  تا مرکز دایره   M نقطۀ  به قطر ۲۶، فاصلۀ   در دایره‌ای 
کوچک‌ترین وتر گذرنده از نقطۀ M کدام است؟ 

12 )2 		 8 )1
24 )4 		 16 )3

گزینۀ »۴« 

A

B

C

D

O

x

210

300

0
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کوچک‌ترین وتر گذرنده از M بر قطر گذرا از M عمود است؛ درنتیجه: 

O
A

B

M
5

8
13

OMB MB MB
�
: 2 2 2

5 13 12� � � �

قطر عمود بر وتر، آن وتر را نصف می‌کند، بنابراین:
AB MB= =2 24 �
زاویۀ محاطی: زاویه‌ای که رأس آن روی محیط دایره و ضلع‌های آن دو وتر دایره باشند.

اندازۀ زاویۀ محاطی برابر نصف اندازۀ کمان روبه‌رو به آن است.
قضیه: دو وتر که یکدیگر را درون دایره قطع نمی‌کنند، باهم موازی‌اند اگر و تنها اگر 

کمان‌های محدود بین آن‌ها مساوی باشند.
BA

C D
AB CD AC BD� � �� �

�

ECD چند درجه  AF است. اندازۀ زاویۀ CE AB و CD  در شکل زیر،
است؟

75 )2 		 55 )1
65 )4 		 85 )3

گزینۀ »۴« 

AB CD AC BD� � �� � � � �
AF CE AC EF� � �� � � � �
3 60 70 80 360 3 150 50� � �� �� �� � � �� � �� � � �

ECD یک زاویۀ محاطی است و داریم: زاویۀ

ECD � �� � �� � � �80

2

80 50

2
65

� �

BA
C

E F

D

70 80

60

0

0

0
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است. مساحت  و ۱۷  اضلاع ۸  به  متوازی‌الاضلاع   ABCD زیر،  در شکل   
متوازی‌الاضلاع کدام است؟ 

120 )2 		 90 )1
140 )4 		 100 )3

گزینۀ »۲« 
ABD محاطی روبه‌رو به قطر دایره می‌شود و داریم:  با رسم قطر متوازی‌الاضلاع، زاویۀ

B

A

C

D
O8

17 ABD � �
� �180

2
90

�
ABD می‌توان نوشت: 

∆
در مثلث قائم‌الزاویۀ

8 17 15
2 2 2� � � �BD BD �

و مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با: 

S SABCD ABD� � � �2 2
8 15

2
120( ) �

زاویۀ ظلّی: زاویه‌ای که رأس آن روی محیط دایره و یک ضلع آن وتر دایره و ضلع 
دیگر بر دایره مماس باشد.

A
x

B

اندازۀ هر زاویۀ ظلّی برابر نصف کمان روبه‌روی آن است.
قضیه: اگر وتر AB با خط مماس xy موازی باشد، در این صورت کمان‌های محصور 

بین آن‌ها برابرند.

A
x T

B

y

xy AB AT BT� � �� �

�

B

A

C

DO
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گر  ا است.  مماس  دایره  بر   A نقطۀ پاره‌خطMAدر  شکل مقابل،  مطابق   
کدام است؟  AE 3 باشد، آنگاه 2ME MA== و AD == 3

 6 )1
 2 )2
 3 )3
 4 )4

گزینۀ »2«
ADE برابرند، زیرا:  EAM و زاویه‌های

ظلی EAM AE� �
= 2 �

ADE محاطی AE� �
= 2 �

ADM به حالت برابری دو زاویه، متشابه‌اند، پس: 


AEMو


بنابراین دو مثلث

EAM ADE

M M
AEM ADM

� �
� � ∼

� ��
�

�
�
�
� ��( )pp �

� � � �������� � � �
�

�
AE

AD

ME

AM

AE
AE

ME

MA
AD

2

3

3 3

2

3
2

ÏHâ¼w ÆoÎ ¢Lö

�

زاویۀ بین امتداد دو وترزاویۀ بین دو وتر

B
C

D

A M
1

M
AC DB� � �

1
2

� �

B

D 
C

A

M

M
AC BD� � �

� �
2

A

M

E

D

A

M

E

D

�

�
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زاویۀ بین دو مماسزاویۀ بین مماس و وتر

B

T

A

M

M
BT AT� � �

� �
2

FE

T

T

M

�

M
TET TFT� �� � 

2

A چند درجه است؟  مطابق شکل، خطوط رسم‌شده بر دایره مماس‌اند. زاویۀ

BA M
650

700

65 )2 		 50 )1
60 )4 		 55 )3

گزینۀ »۴«

BA M

y

t

z x
65
0

70
0

70
2

140� ��
� � �

� � � � �
( )y z t x

y z t x �

A
y x t z

y x t z A �
� � �

� � � � �
( )

2 2 �

با جمع کردن دو رابطۀ بالا داریم:

2 2 2 140 70

65
2

130
60

y t A y t A
y t

y t
A

� � � � � � �

�
�

� � �

�
�
�

��
� �

� �

� �
�



 �
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رابطه‌های طولی در دایره

رابطهء بین مماس و رابطهء بین امتداد وترهارابطۀ بین وترها
امتداد وتر

BC

DA

M

 MA MB MC MD� � �

B

D 

C

A
M

 MA MB MC MD� � �

B

T

A

M

 MT MA MB2 � �

 در شکل زیر، دو دایره بر هم مماس و قطرهای AB و CD از دایرۀ بزرگ‌تر 
DN باشد، شعاع دایرۀ کوچک‌تر، کدام  == 10 ، AM == 16 گر برهم عمود هستند. ا
است؟� )ریاضی ـ خارج 1400( 

12 )1
16 )2
17 )3
25 )4

گزینۀ »3«

O′ مرکز دایرهء  دو قطر AB و CD در نقطهء O مرکز دایره بر هم عمودند، اگر
کوچک‌تر باشد، داریم:

 
©nqM â½oÄHj ÌI÷{

¦a¼¨ â½oÄHj ÌI÷{

�

�

�
�
�

��

R

r
�

 ON OP R
OM R

� � �
� �� 10

16
�

با توجه به وترهای متقاطع در دایرۀ کوچک‌تر داریم:
 ON OP OM OB� � � �
 � � � � � � �( ) ( ) ( )R R R R10 10 16 �
 � � � � � � � � �R R R R R R2 2

20 100 16 4 100 25 �
 BM AB AM r R� � � � �2 2 16 �

 � �� �� � � � ��� �2 25
8 17r R rR �

BA

D 

C

M

N

�
BA

D 

C

M
P

N

O O
16

10

10
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»ریاضی ـ اردیبهشت‌ماه 1404« x کدام است؟ �
y

 در شکل زیر، مقدار

  0 4/ )2 		  0 3/ )1
 0 6/ )4 		  0 5/ )3

گزینۀ »4«
با توجه به روابط طولی در دایره داریم:

 6 3 3 4 36 3 7 7 12 5
2 � � � � � � � � � � � � �( ) ( )y y y y �

 2 3 1 4 20 3 1 10 3� � � � � � � � � �( )x y x x �

y

3x+1

2

4 3

6

x

y
= =3

5
0 6/ x برابر است با:�

y
بنابراین حاصل

 فاصلۀ نقطۀ P تا دورترین نقاط یک دایره سه برابر شعاع دایره است. از این 
گر کمان AB برابر 60 درجه  نقطه قاطع PAB نسبت به دایره رسم شده است. ا

باشد، اندازهء PA چند برابر شعاع دایره است؟

 13 2− )4 	 11 2− )3 	 1
2

13 1( )− )2 	 1
2

11 1( )− )1

گزینۀ »2«
 AB AB R � � �60 �

با توجه به دورترین نقطه نسبت به P )یعنی D( و مقادیر روی شکل داریم:

P
R

R
A xR

R

COD

B ٦٠
0

 PA PB PC PD x x R R R� � � � � �( ) ( )3 �

 � � � �x Rx R2 2
3 0 �

 ��� ���� � � � � � �13
2 13

2

1

2
13 1

R x
R R x

R
( ) �

y

3x+1

2

4 3

6
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رسم مماس بر دایره از نقطه‌ای خارج دایره: از هر نقطه خارج دایره می‌توان 2 
مماس بر دایره رسم کرد.

برای این کار نقطهء A را به مرکز دایره وصل کرده و دایره‌ای به قطر OA رسم 
می‌کنیم. نقاط برخورد دو دایره نقاط تماس هستند.

AO

T �

T

اگر از نقطهء A خارج دایره دو مماس بر دایره رسم کنیم، در این‌صورت داریم:
 AT AT� � )1

O است. A و OA )2 نیمساز زاویه‌های
OA )3 عمودمنصف′TT است.

 OT AT TH OA� � � )4

گر مماس AT بر  C از نقطهء A با زاویهء 60 درجه دیده می‌شود. ا O( , )2  دایرهء
این دایره رسم شود، مساحت مثلث OAT چقدر است؟

 3 )4 	 8 3 )3 	 4 3 )2 	 2 3 )1
گزینۀ »1«

AO

T
٢
١ ١

  
A A O

OA
  � � ���� � � �� � �60 30 601 1

pIvµÃº

�
 OA = 4 ضلع روبه‌رو به زاویهء 30 درجه نصف وتر است، درنتیجه:�

3 وتر است و داریم:

2
و ضلع روبه‌رو به زاویهء 60 درجه

 AT = =3

2
4 2 3( ) �

 SOAT �
� �2 2 3

2
2 3 �

HO

T�

T

A
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گر C رسم می‌کنیم. ا O( , )6 ′′MT را بر دایرهء  از نقطهء M دو مماس MT و
OM باشد، طول پاره‌خط′′TT کدام است؟ == 10

 14 4/ )4 	 7 2/ )3 	 10 8/ )2 	 9 6/ )1
گزینۀ »1«

٦
١٠

MHO

T�

T

 OTM MT MT
�
:10 6 8

2 2 2� � � � �
 OT MT TH OM TH� � � � � � �6 8 10 �
 � �TH 4 8/ �

و OM عمودمنصف′TT است، درنتیجه:
TT� � �2 4 8 9 6( / ) / �

C می‌توان  O R( , )  مجموعهء نقاطی که از آن نقاط، دو مماس با طول L بر دایرهء
L را می‌دهند. R2 2+ رسم کرد، تشکیل دایره‌ای به مرکز O و شعاع

A
L

T
R

O
2 2L R�

C، بر هم  O R( , )  مجموعهء نقاطی که مماس‌های رسم‌شده از این نقاط بر دایرهء
R را می‌دهند.  2 عمود باشند، تشکیل دایره‌ای به مرکز O و شعاع

R

R
O R 2 A



سال تحصیلى ۱۴۰۶- ۱۴۰۵
34

یازدهم ریاضیریاضیات

نظر  در  را   ( ) ,R R R R� � � شعاع‌های با  دایره  دو  دایره:  دو  نسبی  وضعیت 
بگیرید. در این‌صورت دو دایره نسبت به هم یکی از حالت‌های زیر را دارند:

d متخارج )برون( R R� � �O�O

مماس خارج 
d )مماس برون( R R� � �

O O�

R متقاطع R d R R� � � � � �
O�O

مماس داخل 
d )مماس درون( R R� � �

O�O

d متداخل R R� � �
O�O

d هم‌مرکز =0O
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 آمار و احتمال�

 آشنایی با منطق ریاضی� 
گزاره: جمله‌ای است خبری که می‌تواند درست یا نادرست باشد. جملات پرسشی، 
امری و... نمی‌توانند گزاره باشند. ارزش گزاره یعنی آن گزاره می‌تواند درست )T یا 
د( یا نادرست )F یا ن( باشد؛ به‌عنوان مثال گزارۀ »تمام اعداد اول فرد هستند.« 
 r نادرست است؛ زیرا 2 عدد اول است ولی فرد نیست. معمولاً گزاره‌ها را با حروف

q، p و... نشان می‌دهیم.
جدول ارزش گزاره‌ها: با توجه به این‌که هر گزاره دارای ارزش درست 
یا نادرست است، پس جدول ارزش گزاره‌ها برای n گزاره، طبق اصل 
2n سطر می‌باشد. به‌عنوان مثال جدول ارزش گزاره‌ها  ضرب دارای

برای 2 گزارۀ p و q به ‌این صورت است:

گزاره‌نما: هر جملۀ خبری که شامل یک یا چند متغیر است و با جای‌گذاری مقادیری 
به‌جای متغیر یا متغیرها به یک گزاره تبدیل شود را گزاره‌نما می‌نامند. گزاره‌نماها 
را برحسب تعداد متغیرهای به‌کاررفته در آن‌ها، یک‌متغیره، دومتغیره و ... می‌نامیم. 
به‌عنوان مثال جملۀ »در پرتاب یک تاس، احتمال آنکه پیشامد A رخ دهد برابر با

 A ={ , , }1 3 4 1 است.« یک گزاره‌نما می‌باشد. اگر مثلاً مجموعۀ A را به‌صورت
2

به‌صورت را   A مجموعۀ  اگر  و  درست  گزارۀ  به  تبدیل  گزاره‌نما  بگیریم،  نظر  در 
A در نظر بگیریم، گزاره‌نما به یک گزارۀ نادرست تبدیل می‌شود. ={ , }2 6

دامنۀ متغیر گزاره‌نما: در هر گزاره‌نما به مجموعۀ مقادیری که می‌توان آن‌ها را 
به‌جای متغیرهای گزاره‌نما قرار داد تا این‌که گزاره‌نما به گزاره )درست یا نادرست( 
تبدیل شود، دامنۀ متغیر گزاره‌نما می‌گویند و آن را با حرف D نشان می‌دهند. 
به‌عنوان مثال، دامنۀ متغیر گزاره‌نمای »p عددی اول است« مجموعۀ اعداد طبیعی 
« را مجموعۀ اعداد حقیقی می‌توان  4 5 0

2x x� � � و دامنۀ متغیر گزاره‌نمای »
در نظر گرفت.

از دامنۀ متغیر  مجموعه جواب گزاره‌نما: در هر گزاره‌نما، به مجموعۀ عضوهایی 
که به‌ازای آن‌ها، گزاره‌نما تبدیل به گزاره‌ای با ارزش درست شود، مجموعه جواب 
S مثلاً  D⊆ گزاره‌نما می‌‌گویند و آن را با حرف S نمایش می‌دهند و همواره داریم:
 و مجموعه  « دامنۀ متغیر گزاره‌نما، مجموعۀ 4 5 0

2x x� � � در گزاره‌نمای »

S است. � �{ , }1
5

4
جواب آن برابر

p q
j j

j ·

· j

· ·
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~ نوشته می‌شود و آن را »چنین نیست که  pبه‌صورت p نقیض یک گزاره: نقیض گزارۀ
~ مخالف ارزش گزارۀ p است. به‌عنوان مثال نقیض گزارۀ  p p« می‌خوانیم. ارزش گزارۀ
»3 عددی فرد است.« به‌صورت »چنین نیست که 3 عددی فرد باشد.« یا »3 عددی فرد 

نیست.« خوانده می‌شود. جدول زیر برای نقیض‌ گزاره‌ها کاربردی است. ببینید:
p استزوجگویا= < > ≤ ≥ 

~ نیستفردگنگ≠ ≥ ≤ > <  p

و   p q≡ می‌نویسیم: باشند،  هم‌ارزش   q و   p گزارۀ  دو  اگر  هم‌ارز:  گزاره‌های 
.q هم‌ارز است با p :می‌خوانیم

3 عددی گویا نیست.«  3 عددی گنگ است.« و » به‌عنوان مثال دو گزارۀ »
هم‌ارز هستند.

3 عددی گویا نیست ≡ 3 عددی گنگ است

 ترکیب فصلی دو گزاره� 

اگر دو گزارۀ سادۀ p و q را با رابط منطقی »یا« ترکیب کنیم، ترکیب فصلی دو گزاره 
p را  q∨ p نشان می‌دهند. ترکیب فصلی q�

�
®ÅIÎ

حاصل می‌شود که آن را با نماد

p را ببینید: q∨ به‌صورت p یا q می‌خوانیم. جدول ارزش گزارۀ

 
p q p q∨
j j j

j · j

· j j

· · ·

p زمانی درست است که حداقل یکی از  q∨ همان‌طور که می‌بینید ترکیب فصلی
p نادرست است که هر دو  q∨ 2 گزارۀ p و q درست باشند و زمانی ترکیب فصلی

گزارۀ p و q نادرست باشند.

 ویژگی‌های ترکیب فصلی دو گزاره� 

 p p p� � �
 p q q p� � � )خاصیت جابه‌جایی(  �
 ( ) ( )p q r p q r� � � � � )خاصیت شرکت‌پذیری(  �
 p� �~ p T �
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p همواره درست است. p∨ ~ ، یکی درست است، پس گزارۀ ~ p از بین دو گزارۀ p و

 p T T� � �

 p F p� � �

 ترکیب عطفی دو گزاره� 
اگر دو گزارۀ سادۀ p و q را با رابط منطقی »و« ترکیب کنیم، ترکیب عطفی دو گزاره 
p را  q∧ p نشان می‌دهند. ترکیب عطفی q�

�
þöIø

حاصل می‌شود که آن را با نماد

p را ببینید: q∧ به‌صورت p و q می‌خوانیم. جدول ارزش گزارۀ

 
p q p q∧
j j j

j · ·

· j ·

· · ·

p زمانی درست است که هر دو گزارۀ p و  q∧ همان‌طور که می‌بینید ترکیب عطفی
p نادرست است که حداقل یکی از دو  q∧ q درست باشند و زمانی ترکیب عطفی

گزارۀ p و q نادرست باشند.

 ویژگی‌های ترکیب عطفی دو گزاره� 

 p p p� � �

 p q q p� � � )خاصیت جابه‌جایی( �

 ( ) ( )p q r p q r� � � � � )خاصیت شرکت‌پذیری( �

 p� �~ p F �

p همواره نادرست  p∧ ~ ، یکی نادرست است، پس گزارۀ ~ p از بین دو گزارۀ p و

است.

 p T p� � �

 p F F� � �
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) و ترکیب  ) ) شبیه نماد اجتماع در مجموعه‌ها )∨ ترکیب فصلی دو گزاره
) است و بسیاری از  ) ) شبیه نماد اشتراک در مجموعه‌ها )∧ عطفی دو گزاره

قوانین مجموعه‌ها شبیه به قوانین ترکیب گزاره‌ها هستند. ببینید:
 p q r p q p r
p q r p q p r
� � � � � �
� � � � � �� ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

)خاصیت توزیع‌پذیری(  �

 p p q p
p p q p
� � �
� � �� ( )
( )

)خاصیت جذب(  �

 p p q
p p q
� � � �
� � � �� (~ p q)
(~ p q)

)خاصیت شبه‌جذب(  �

 ~ ( ) ~
~ ( ) ~
p q p q
p q p q
� � �
� � �� 



)خاصیت دمورگان(  �

)ریاضی ـ دی‌ماه 1401(  کدام گزاره هم‌ارز منطقی گزارۀ زیر است؟�
 [~ (~ )] ( ) ( )p q r q r p r� � � � � � �

r )2 		 q )1
 p q∨ )4 		  r p∨ )3

گزینۀ »2«
 [~ (~ )] ( ) ( )p q r q r p r� � � � � � � �
 [~ (q p) r] [(q p) r] [~ (q p) (q p)] r� � � � � � � � � � �
 � � �T r r �

 ترکیب شرطی دو گزاره� 
p نشان  q⇒ اگر p و q دو گزاره باشند، ترکیب شرطی دو گزارۀ p و q را به‌صورت
می‌دهیم که در آن p را مقدم و q را تالی می‌گوییم. جدول ارزش ترکیب شرطی 

دو گزاره به‌صورت زیر است:

 
p q p q⇒
j j j

j · ·

· j j

· · j

 � :p q⇒⇒  نحوۀ خواندن ترکیب شرطی دو گزاره یعنی
.q آنگاه p اگر 

 p شرط کافی برای q است.
 q شرط لازم برای p است.



سال تحصیلى ۱۴۰۶- ۱۴۰۵
39

یازدهم ریاضیریاضیات

 در مورد ترکیب شرطی دو گزارۀ p و q بدانید
ترکیب شرطی دو گزاره زمانی نادرست است که مقدم درست و تالی نادرست باشد.

دقت کنید اگر در یک گزارۀ شرطی مقدم نادرست باشد، گزارۀ شرطی به انتفای 
F و اگر تالی درست باشد، گزارۀ شرطی همواره  q T� � مقدم درست است؛ یعنی

 p T T� � درست است؛ یعنی:
، با کدام گزارۀ زیر، هم‌ارزش است؟ � (~ ~ q) (p r)p�� �� ��  گزارۀ

)ریاضی ـ خارج 98(  �
  p q r� �( ) )2 		  p q r� �( ) )1

  r p q� �( ) )4 		  r p q� �( ) )3
گزینۀ »2«

 (~ ~ q) (p r) ~ ( q) (p r)p p� � � � � � � �
 � � � � � � �( ) ( ) ( )p q p r p q r �

 p q p� � �~ q �
 p q r p q p r� � � � � �( ) ( ) ( ) �
p p F� �~ �

~) است؟  p ~ q) ( q)�� �� ��p  کدام‌یک از گزاره‌های زیر، هم‌ارز منطقی گزارۀ
)ریاضی ـ خارج 99( �

q )2 		 p )1
 p q⇒ )4 		  p q∧ )3

گزینۀ »1«
با استفاده از نکتۀ درس‌نامه داریم:

 (~ ~ ) ( ) ( ~ q) ( q)p q p q p p� � � � � � � �
 � � � � � �p q q

F

(~ ) p F p��� �

گزارۀ باشد،  دلخواه  گزارۀ   r و  نادرست  گزارۀ   q درست،  گزارۀ   p اگر   
) هم‌ارز منطقی کدام گزاره است؟ � ) ( )p r r q⇒⇒ ⇒⇒ ⇒⇒

)ریاضی ـ اردیبهشت‌ماه 1403( �
T )2 		 r )1

 ~ T )4 		  ~ r )3
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گزینۀ »3«
q داریم: F≡ p و T≡ با توجه به قوانین هم‌ارزی گزاره‌ها و روابط

 ( ) ( ) ( ) ( )p r r q T r r F� � � � � � � �
 � � � � � � � � �

�
(~ ) (~ F) r ~ r ~ ~ ~T r r r r r

F

�

، کدام مورد صحیح  (( ) ) ( )p q r p r�� �� �� ��  در خصوص گزارۀ منطقی

)ریاضی ـ سراسری1403(  است؟ �
1( همواره درست است.

2( همواره نادرست است.
3( تنها وقتی درست است که p درست باشد.

4( تنها وقتی درست است که q نادرست باشد.
گزینۀ »1«

 با استفاده از قوانین هم‌ارزی گزاره‌ها داریم:
 (( ) ) ( ) ~ ((~ ) ) (~ )p q r p r p q r p r� � � � � � � � � �
 � � � � � � � � �( ~ ) ~ (~ ) ( ~ q) T Tp q r p r p

T

� ��� ��� �

)) تنها در صورتی نادرست است که  ) ) ( )p q r p r� � � �  گزارۀ
p در صورتی نادرست  r⇒ مقدم آن درست و تالی آن نادرست باشد. از طرفی گزارۀ
) نیز  )p q r� � است که p درست و r نادرست باشد که در این صورت گزارۀ
نادرست بوده و ترکیب شرطی به انتفای مقدم درست است، پس گزارۀ صورت سؤال 

همواره درست است.
 ویژگی‌های ترکیب شرطی دو گزاره� 

 p q p q� � �~  تبدیل ترکیب شرطی به ترکیب فصلی دو گزاره:
 ~ ( ) ~ (~ p q) p ~ qp q� � � � �  نقیض ترکیب شرطی دو گزاره:

 عکس ترکیب شرطی دو گزاره: باید جای مقدم و تالی را عوض کنیم. ببینید:
 p q q p� � �Âöo{ KÃ¨oU u§ø �
~ عکس نقیض ترکیب  ~q p⇒  عکس نقیض ترکیب شرطی دو گزاره: گزارۀ

p است. ببینید: q⇒ شرطی
 ~ ~q p p q� � � �
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 ترکیب دوشرطی دو گزاره� 
 p q⇔ ) را به‌صورت ) ( )p q q p� � � اگر p و q دو گزاره باشند، گزارۀ مرکب
می‌نویسیم و آن را ترکیب دوشرطی دو گزاره می‌گوییم. جدول ارزش ترکیب دوشرطی 

دو گزاره به‌صورت مقابل است:

 
p q p q⇔
j j j

j · ·

· j ·

· · j

p زمانی درست است که هر  q⇔ بنابراین ترکیب دوشرطی دو گزارۀ p و q یعنی
دو گزارۀ p و q درست یا هر دو نادرست باشند.

: p q⇔  نحوۀ خواندن ترکیب دوشرطی دو گزاره یعنی
 اگر p آنگاه q و برعکس.

 p شرط لازم و کافی برای q است.
.q اگر و تنها اگر p 

p است؟ � q⇔⇔  کدام‌یک از گزاره‌‌های زیر، هم‌ارز منطقی گزارۀ
)ریاضی ـ سراسری 99( �

 ( ) ~ ( q)p q p� � � )1
  ( ) ~ ( q)p q p� � � )2
 ( ) ~ ( q)p q p� � � )3
 ( ) ~ ( q)p q p� � � )4

گزینۀ »1«
مطابق نکات درس‌نامه داریم:

 p q p q q p q q p� � � � � � � � �( ) ( ) (~ p ) (~ ) �
 � � � � � �[(~ ) p] [(~ ) ~ q]p q p q �
 � � � � � � � �[(~ ) ( )] [(~ ~ ) ( ~ )]p p q p p q q q

F F

��� ��� �

 � � � � � � � �[( ) (~ ~ )] [( ) ~ ( )]q p p q p q p q �
~) است؟ � )p q q�� ��  کدام گزارۀ زیر، هم‌ارز منطقی گزارۀ

)ریاضی ـ سراسری 1401( �
  p q∨ )2 		 p )1

 ~ p q⇔ )4 		 q )3
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گزینۀ »2«
 p اگر ~) هم درست است. حال  )p q q� � باشد، اگر q درست   
درست باشد، گزینۀ »4« رد می‌شود و اگر p نادرست باشد، گزینۀ »1« رد می‌شود.

~) درست می‌شود. پس  )p q q� � اگر q نادرست و p درست باشد، باز هم
گزینۀ »3« هم رد می‌شود و گزینۀ »2« درست است.

p است. q∨ ~) هم‌ارز منطقی با گزارۀ )p q q� �  مطابق جدول، گزارۀ

 p q∨ (~ )p q q� � ~ p q∨ ~ pqp

ددنددد
دننندد
نددددد
ننددنن

 ویژگی‌های ترکیب دوشرطی دو گزاره� 
 p q q p� � � )خاصیت جابه‌جایی( �

ترکیب دوشرطی دو گزاره با ترکیب دوشرطی نقیض دو گزاره هم‌ارز است.
 p q� � �~ p ~ q �

نقیض ترکیب دوشرطی دو گزاره با ترکیب دوشرطی نقیض یکی از گزاره‌ها با گزارۀ 
دیگر هم‌ارز است.

 ~ ( ) (~ ) ( ~ )p q p q p q� � � � � �
)ریاضی ـ اردیبهشت‌ماه‌ 1404( ~ هم‌ارز منطقی کدام گزاره است؟ � p q⇔⇔  گزارۀ

  ~ [~ (~ ) (~ )p q p q� � � )2 	  (~ ) (~ )p q p q� � � )1
 ~ [~ (~ ) (~ )]p q p q� � � )4 	 (~ ) (~ )p q p q� � �  )3

گزینۀ »4«
 ~ (~ ) ( ~ ) ( ) (~ q ~ p)p q p q q p p q� � � � � � � � � �
 �� � � � � � � � � �

� �

[ (~ q ~ )] [q (~ q ~ )] ( ~ q) (q

~q ~

p p p p

p q p

� ��� ��� � ��� ��� ~~ )p �

 �� � � � � � � �
�

~ [~ ( ~ q) ~ (q ~ )] ~ [~ (~ q) (~ q)]

~ q

p p p p

p

� �� �� �

سورها: به عبارت‌هایی مانند »به‌ازای هر« و »به‌ازای بعضی مقادیر« که می‌توانند 
قبل از گزاره‌‌نماها قرار گیرند و به این وسیله گزاره‌‌هایی با ارزش درست یا نادرست 
ایجاد کنند، سور می‌گویند. به معرفی »سور عمومی« و »سور وجودی« می‌پردازیم.
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∀ می‌باشد و پشت هر گزاره‌نمایی که قرار بگیرد  سور عمومی: نماد سور عمومی
برای خواندن آن گزاره‌نما )به‌ازای هر( یا )به‌ازای جمیع مقادیر( به کار می‌رود.

گزاره‌نمای شامل متغیر x که با سور عمومی همراه می‌شود، وقتی به یک گزارۀ 
درست تبدیل می‌شود که هر عضو از دامنۀ متغیر در گزاره‌نما صدق کند؛ به 

عبارت دیگر هیچ مثال نقضی نداشته باشد.

) را به‌صورت )به‌ازای هر عدد حقیقی  ; )� � �x x 2
0 به‌عنوان مثال گزاره‌نمای

( می‌خوانیم که یک گزارۀ درست است، زیرا به‌ازای تمام مقادیر  x2 0≥ x داریم:
x2 برقرار است. 0≥ حقیقی x رابطۀ

سور وجودی: نماد سور وجودی∃ می‌باشد و پشت هر گزاره‌نمایی که قرار بگیرد 
برای خواندن آن گزاره‌نما )وجود دارد( یا )به‌ازای بعضی مقادیر( و... به کار می‌رود.

گزاره‌نمای شامل متغیر x که با سور وجودی همراه می‌شود، وقتی درست است 
که مجموعۀ جواب آن تهی نباشد.

) را به‌صورت )بعضی اعداد اول، زوج  ; )� � �
�

x p x k

Ï»H jHkøH

Z»p

2


به‌عنوان مثال گزاره‌نمای

هستند.( می‌خوانیم که یک گزارۀ درست است، زیرا 2 عددی اول و زوج است، پس 
} و ناتهی است. }2 مجموعه‌جواب گزاره‌نما

نقیض سورها: برای ساختن نقیض یک گزارۀ سوری، سور عمومی را به سور وجودی 
آن  جلوی  را  گزاره‌نما  نقیض  و  کرده  تبدیل  عمومی  سور  به  را  وجودی  سور  و 

می‌نویسیم. ببینید:
 ~ ( ; ( )) ;~ ( )� � �x p x x p x �
 ~ ( ; ( )) ;~ ( )� ��x p x x p x �

به‌عنوان مثال، نقیض گزاره‌های سوری زیر را می‌نویسیم:
 � � � � �y y;y 0 1

2 �
 � � �x x; 2

0 �

 ~ ( ; ) ;~ (y y )� � � � � �� � � � �y y y y 0 1 0 1
2 2 �

 �� � � � �y y y; 0 1
2 �

 ~ ( ; ) ;� � � � � � �x x x x 

2 2
0 0 �
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 بار الکتریکی�

  پایستگی و کوانتیده بودن بار الکتریکی� 

تعریف اول: بار الکتریکی جسم همواره مضرب درستی 
از بار بنیادی )e( است.

تعریف دوم: بار الکتریکی کمیتی گسسته )کوانتیده( است.
اصل کوانتیده بودن بار

تعریف اول: در یک دستگاه منزوی، جمع جبری بارهای 
الکتریکی ثابت می‌ماند.

دستگاهی که با محیط بیرون تبادل بار ندارد، دستگاه 
منزوی نامیده می‌شود

تعریف دوم: بار الکتریکی به‌وجود نمی‌آید و از بین نمی‌رود، 
تنها می‌تواند از جسمی به جسم دیگر منتقل شود.

اصل پایستگی بار

طبق اصل کوانتیده بودن بار الکتریکی می‌توان نوشت: 

q ne n� � �
�

�
, , , ,...01 2

.joÃ«M ·»oT§²H ÂX¹i ´v]

.kÀkM Swj pH ·»oT§²H ÂX¹¹i ´v]

�

q برابر یک عدد صحیح باشه. 
e

 اگه بار جسم q باشه، باید نسبت 

 روش‌های باردار کردن اجسام� 
برای انتقال بار به یک جسم سه روش وجود دارد: 

 مالش
 تماس 

 القا 

 مالش� 
 با مالش دو جسم خنثی به یکدیگر، تعدادی الکترون از جسمی که الکترون‌خواهی 

کمتری دارد به جسمی که الکترون‌خواهی بیشتری دارد منتقل می‌شود.
مقدار بار دو جسم خنثی پس از مالش: بار دو جسم ناهم‌نام و اندازۀ آن‌ها با‌هم برابر می‌شود.

 این روش برای باردار کردن اجسام نارسانا بهترین روشه. 
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 بار اجسام پس از مالش، ناهم‌نام با یکدیگر است، پس نیروی الکتریکی بین 
آن‌ها ربایشی است.

 برای باردار شدن دو جسم بر اثر مالش، باید دو جسم جنس مختلفی داشته باشند. 
بار  نوع  تشخیص  برای  جدولی  )تریبوالکتریک(:  مالشی  الکتریسیتۀ  سری 

اجسام پس از مالش به یکدیگر. 
انتهای مثبت سری

موی انسان

شيشه

نايلون

پلاستيک

لاستيک

تفلون

انتهای منفی سری

ی
اه

خو
ن 

رو
كت

 ال
ش

زاي
اف

...

سری،  منفی  انتهای  به‌سمت  حرکت  با  مالشی  الکتریسیتۀ  سری  جدول  در   
الکترون‌خواهی مواد بیشتر می‌شود. )یعنی توی جدول بار جسم بالایی بعد از مالش 

مثبت می‌شه و بار جسم پایین‌ترش منفی(

 تماس � 
در این روش یک رسانای خنثی را به یک رسانای باردار تماس می‌دهیم.

مقدار بار دو جسم پس از تماس: اگر دو جسم رسانا با هم تماس پیدا کنند، طبق 
اصل پایستگی بار الکتریکی، جمع جبری بار آن‌ها قبل و بعد از تماس با‌هم برابر 

خواهد بود.
q q q q
1 2 1 2
� � � � �

tIµU pH ®L¤ tIµU pH

��� ���
k÷M

�



سال تحصیلى ۱۴۰۶- ۱۴۰۵
47

یازدهم ریاضیفیزیک

 اگر دو کرۀ رسانای مشابه و هم‌اندازه را به یکدیگر تماس دهیم، پس از جدا 
کردن کره‌ها، بار نهایی دو کره یکسان و برابر است با:

� � � �
�

q q
q q

1 2

1 2

2
�

 اگر دو کرۀ رسانا را به یکدیگر تماس دهیم، بار کره‌ها پس از تماس هم‌نام می‌شود و 
دو کره پس از تماس )به شرط این‌که یکدیگر را خنثی نکنند( یکدیگر را دفع می‌کنند. 

پیدا  بیشتری  بار  بزرگ‌تره،  که  کره‌ای  نباشن،  کره‌ها هم‌اندازه  اگه   
می‌کنه. 

 القا � 
در این روش بدون تماس اجسام با هم و بر اثر جاذبه یا دافعۀ الکتریکی، بارهای 

مثبت و منفی موجود در جسم جابه‌جا می‌شوند و جسم دارای بار خواهد شد.

جسم القاکننده همواره جسم القاشونده را جذب می‌کند. 

 کاربردهای الکتروسکوپ �

 تشخیص باردار بودن جسم � 
← در صورت باردار بودن  جسم را به کلاهک الکتریسکوپ خنثی نزدیک می‌کنیم
جسم، روی کلاهک بار ناهم‌نام با جسم و روی ورقه‌ها بار هم‌نام با جسم جمع 
← در نتیجه ورقه‌های الکتروسکوپ به هم نیروی دافعه وارد می‌کنند و  می‌شود.

از هم فاصله می‌گیرند. )برای این کار از القا کمک گرفتیم.(

القا‌شده بیشتر است و ورقه‌ها بیشتر از هم  بار  هرچه بار جسم بیشتر باشد، 
فاصله می‌گیرند. 

 تشخیص رسانایی جسم � 
← در صورت رسانا  جسم خنثی را به کلاهک الکتروسکوپ بارداری تماس می‌دهیم
← ورقه‌های الکتروسکوپ به هم نزدیک  بودن جسم، بار الکتروسکوپ کاهش می‌یابد

← اگر فاصلۀ ورقه‌ها تغییر نکند، به معنای نارسانا بودن جسم است.  می‌شوند.
)برای این کار از تماس کمک گرفتیم.(
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 تشخیص نوع بار جسم � 
 ← جسم بارداری را به کلاهک الکتروسکوپ با بار هم‌نام با جسم نزدیک می‌کنیم
← ورقه‌ها  هرچه جسم نزدیک‌تر شود، بار هم‌نام بیشتری به‌سمت ورقه‌ها می‌روند

← فاصلۀ ورقه‌ها به‌طور مرتب افزایش می‌یابد.  یکدیگر را دفع می‌کنند
← با  جسم بارداری را به کلاهک الکتروسکوپ با بار ناهم‌نام با جسم نزدیک می‌کنیم
نزدیک‌تر شدن جسم به کلاهک، ورقه‌ها ابتدا به هم نزدیک و سپس از هم دور می‌شوند. 

 قانون کولن �

 نیروی الکتریکی � 
اجسام به‌واسطۀ باردار بودن، یکدیگر را می‌ربایند یا می‌رانند. به این ربایش و رانش، 

نیروی الکتریکی می‌گویند. 

 ربایش یا رانشی بودنِ نیروی الکتریکی� 

F
12

F
21

F
12

F
21

q
1

q
1

q
2

q
2

+ ++ -
 

   بارهای ناهم‌نام یکدیگر را می‌ربایند.         بارهای هم‌نام یکدیگر را می‌رانند. 

نیروی الکتریکی وارد بر دو بار الکتریکی، در راستای خط واصل دو بار است و طبق 
قانون سوم نیوتون این دو نیرو در خلاف جهت یکدیگر و هم‌اندازۀ یکدیگر هستند. 
 

F F F F
21 12 21 12
� � � � �

 تعریف قانون کولن � 
بزرگی نیروی الکتریکی بین دو بار با حاصل‌ضرب بزرگی بارها نسبت مستقیم و با 

مربع فاصلۀ دو بار نسبت عکس دارد و از رابطۀ زیر قابل محاسبه است: 

F k
q q

r
12

1 2

12

2
= �

( )N F : بزرگی نیروی الکتریکی
12

(
.

)9 10
9

2

2
× N m

C
k: ثابت کولن

( )C : اندازۀ بارها q1 q2 و

 ( )m r: فاصلۀ دو بار
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 با توجه به رابطۀ قانون کولن برای مقایسۀ دو نیروی الکتریکی می‌توان رابطۀ 
نسبتی زیر را نوشت: 

� �
� �

� �
F

F

q q

q q

r

r
1 2

1 2

2( ) �

 اگر مجموع دو بار الکتریکی هم‌نام عدد ثابتی باشد، نیروی الکتریکی بین 
آن‌ها وقتی بیشینه است که بزرگی بارها یکسان باشد.

 نمودار تغییرات بزرگی نیروی الکتریکی دو بار الکتریکی به یکدیگر برحسب 
فاصلۀ آن‌ها از هم به شکل زیر است: 

F

r

µC و فاصلۀ دو بار را  F اگر اندازۀ بارها را برحسب k
q q

r
= 1 2

2
 در رابطۀ

برحسب cm جای‌گذاری کنیم، می‌توانیم مقدار k را برابر ۹۰ قرار دهیم. 
)بعضی وقتا توی محاسبات این‌جوری کارمون راحت‌تره.(

 ثابت کولن را می‌توان برحسب ثابتی دیگر به نام ضریب گذردهی الکتریکی 
) نوشت: )ε0 خلأ

k � 1

4
0

��
�

 یکای ضریب گذردهی الکتریکی خلأ، عکس یکای ثابت کولن است: 

[ ]
[ ] .

�
0

2

2

1� �
k

C

N m
�

 برهم‌نهی نیروهای الکترواستاتیکی � 
اگر n ذرۀ باردار در نزدیکی بار نقطه‌ایq0 قرار داشته باشند، برای محاسبۀ نیروی 

، مراحل زیر را طی می‌کنیم: q0خالص )برایند( وارد بر بار نقطه‌ای
 بردار نیرویی را که هر یک از ذره‌ها بر بارq0 وارد می‌کنند، جداگانه رسم می‌کنیم.

 مقدار هر نیرو را به کمک رابطۀ قانون کولن محاسبه می‌کنیم. 
 برایند همۀ بردارهای نیروی به‌دست‌آمده را به‌دست می‌آوریم: 

    

F F F F FT
0

10 20 30 40
� � � � �
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q
3

q
4

q
2

q
1

q
0

F
10

F
40

F
20

F
30

با توجه به قانون اول نیوتون، اگر برایند نیروهای وارد بر یک ذرۀ باردار برابر صفر 
باشد، ذره در تعادل است. 

 توی این فصل فقط برایند نیرو توی حالت‌هایی بررسی می‌شه که 
نیروها توی یه راستا قرار داشته باشن یا به همدیگه عمود باشن.

 تعادل ذرۀ باردار، بین دو بار نقطه‌ای� 

q2 در یک راستا قرار داشته باشند و ما بخواهیم ذرۀ باردار اگر دو ذرۀ باردارq1 و

q3 را در مکانی قرار دهیم تا نیروی الکتریکی خالص وارد بر آن از سوی دو ذرۀ 

باردار دیگر صفر باشد، در دو حالت زیر داریم: 

q2 هم‌نام باشند:  q1 و  

q3 در فاصلۀ بین دو بار، روی خط واصل و نزدیک به باری است که اندازۀ  بار

کوچک‌تری دارد.

q q
1 2
<

    q �
2
0q �

1
0 q

3

r2r1 3F �0

q3 ، در نقطۀ وسط  q باشد، نیروی خالص وارد بر بار q
1 2
= در این حالت، اگر

فاصلۀ بین دو بار صفر می‌شود.

q �
2
0q �

1
0

3F �0

q
3

rr
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q2 ناهم‌نام باشند:  q1 و  

q q
1 2
<

    
q �

2
0 q �

1
0

3F �0

q
3

r
1

r2

q3 خارج از فاصلۀ دو بار، روی خط واصل و نزدیک به باری است که اندازۀ  بار
کوچک‌تری دارد.

q3 در هیچ جا در تعادل نیست!  q باشد، بار q
1 2
= در این حالت، اگر

F برقرار باشد، پس می‌توان نوشت:  F
13 23
= q3 باید شرط برای تعادل ذرۀ باردار

F F k
q q

r
k
q q

r

q

q

r

r13 23

1 3

1

2

2 3

2

2

1

2

1

2

2� � � � � ( ) �

 q3 q3 بین دو ذرۀ باردار، نوع و مقدار بار  توی تعادل ذرۀ باردار
هیچ تأثیری نداره.

 میدان الکتریکی �

 تعریف میدان الکتریکی� 

هر ذرۀ باردار الکتریکی در فضای پیرامون خود خاصیتی ایجاد می‌کند که به موجب 
آن بر ذرات باردار دیگر نیروی الکتریکی وارد می‌کند. به این خاصیت میدان الکتریکی 

گفته می‌شود.
میدان الکتریکی یک جسم باردار در یک نقطه، به کمک نیرویی که این جسم به 

یک بار کوچک و مثبت )بار آزمون( وارد می‌کند تعیین می‌شود: 

بار آزمون    واقع
در نقطۀ

q0
P

++++++
++

++

F
+

  

+++
+++++++

ميدان الكتريكی
Pدر نقطۀ

P

E
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



E
F

q
=

0
�

 ( )
N

C
 : بردار میدان الکتریکی



E

 ( )N q0نیروی الکتریکی وارد بر : 


F

 ( )C q0 : بار آزمون

و میدان  ) است  )
N

C
بر کولن نیوتون  برابر   SI الکتریکی در  یکای میدان   

الکتریکی کمیتی برداری است. 

 همواره در راستای 


E E می‌توان دریافت که بردار F

q

�� �
=

0
 با توجه به رابطۀ

 است. 


F بردار
 گرچه برای تعریف میدان الکتریکی یک جسم باردار از بار آزمون مثبت استفاده 
کردیم، ولی وجود این میدان مستقل از بار آزمون است. بنابراین، اگر بار الکتریکی 
 ناشی از اجسام باردار دیگری قرار گیرد، این میدان بر 



E ذرهء q در میدان الکتریکی
 از رابطۀ زیر به‌دست می‌آید: 



Fرا وارد می‌کند. نیروی 


Fآن نیروی
 

F qE= �
F و جهت آن اگر q مثبت باشد، در همان  q E= بزرگی این نیرو از رابطۀ

 خواهد بود. 


E  و اگر q منفی باشد، در خلاف جهت


E جهت

F E
q �0

F
E

q � 0

 میدان الکتریکی حاصل از یک ذرۀ باردار � 
بزرگی میدان الکتریکی حاصل از ذرۀ باردار q در فاصلۀ r از آن از رابطۀ زیر محاسبه می‌شود: 
E k

q

r
= 2 �

 ( )
N

C
q E : بزرگی میدان الکتریکی حاصل از بار

(
.

)
N m

C

2

2 k : ثابت کولن 

 ( )C q : اندازۀ بار
 ( )m r : فاصلۀ نقطه تا ذرۀ باردار
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 بزرگی میدان الکتریکی با اندازۀ بار q نسبت مستقیم و با مربع فاصله از بار 
نسبت عکس دارد. 

 برای مقایسۀ بزرگی میدان الکتریکی حاصل از بار q در دو فاصلۀ متفاوت از 
آن از رابطۀ نسبتی زیر استفاده می‌کنیم: 

E
1

E
2

r
1

r
2

q    0�

 E
E

r

r
2

1

1

2

2= ( )

 جهت میدان الکتریکی حاصل از بار q در نقطۀ A با توجه به علامت بار آن: 

Er

q    0� AA

E

q    0�

جهت میدان به سمت بیرون بار q است.       جهت میدان به طرف بار q است. 
 نمودار بزرگی میدان الکتریکی حاصل از بار q برحسب فاصله تا بار:

E

r

مطابق نمودار رسم شده، هرچه از ذرۀ باردار فاصله می‌گیریم، بزرگی میدان الکتریکی 
حاصل از آن کاهش می‌یابد.

 بار الکتریکی ذره‌ای5nC−− است. بزرگی میدان الکتریکی این ذره در چه 

( . )k N m

C
�� ��9 109

2

2 125N است؟
C

فاصله‌ای برحسب سانتی‌متر، برابر

) را حساب می‌کنیم: )r ، فاصلۀ نقطه از ذره E k
q

r
= 2  به کمک رابطۀ

E k
q

r
r k

q

E
r

k q

E
� � � � �2

2 �

q nC C

E
N

C

r
� � �

�

��
� ������� � � � �5 5 10

125

9 99
9 10 5 10

125
�

� � � � �r m r cm
9

25

3

5
60 �
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 برایند میدان‌های الکتریکی � 
برای محاسبۀ میدان الکتریکی خالص حاصل از چند ذرۀ باردار در نقطه‌ای از فضا،  

گام‌های زیر را طی می‌کنیم:

q
3

q
2

q
1

E
2

E
1

E
3

E
1

E
2

E
3

E

E

A

-

+
+

+= +

 بردار میدان حاصل از هر یک از ذره‌ها در نقطۀ مورد‌نظر را رسم می‌کنیم. 

E به‌دست می‌آوریم.  k
q

r
= 2  مقدار هر میدان را به کمک رابطۀ

 برایند همۀ بردار میدان‌ها را محاسبه می‌کنیم.
توی  میدان‌ها  برایند  فقط  این فصل  توی  الکتریکی،  نیروی  مثل   

حالت‌هایی بررسی می‌شه که بردار میدان‌ها در یک راستا یا عمود بر هم باشن.

برابر   A نقطۀ  در  خالص  الکتریکی  میدان  گر  ا زیر  شکل  در   
 باشد،

 

E N
C
i�� ��( / )6 25 107

4cm۳cm۸cm

A Bq C2 4q 1

( . )k N m

C
�� ��9 109

2

2 الف( بارq1 را به‌دست آورید. 

ب( میدان الکتریکی خالص در نقطۀ B چند نیوتون بر کولن و در چه جهتی است؟
 

q2 در نقطۀ A را به‌دست می‌آوریم:    بردار میدان الکتریکی حاصل از بار

۳cm

۸cm

A q C
2

4q
1

E
2 E
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) می‌توان بردار  )


E ) و بردار میدان خالص )


E2 q2  با داشتن بردار میدان
میدان بارq1 در نقطۀ A را حساب کرد: 

  








E E E i E i E
N

C
i� � � � � � � � � �

1 2

7

1

7

1

7
6 25 10 4 10 2 25 10/ ( / )

، بارq1 مثبت است و مقدار آن به کمک رابطۀ


E1  با توجه به جهت میدان
E به‌دست می‌آید:  k

q

r
= 2

E k
q

r

q

1

1

1

2

7 9 1

4
2 25 10 9 10

64 10

� � � � � �
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/ �

� � � � ��� �� �
q C q C

q
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6 0

1
16 10 16

1 � �
  میدان الکتریکی حاصل از هر بار را در نقطۀ B به‌دست می‌آوریم: 

4cm۱۱cm
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 بردار میدان الکتریکی خالص در نقطۀ B را می‌نویسیم: 
   

  

E E E E i i
N

C
i� � � � � � � � � � �
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 میدان الکتریکی خالص در چه نقطه‌ای صفر است؟� 
: q2  دو ذرۀ باردار هم‌نامq1 و

میدان خالص بین دو بار، روی خط واصل و نزدیک به باری که اندازهء کوچک‌تری 
دارد، صفر است.

 
q q
1 2
<

    

EA

r1 r2A

=0

q
1

q
2

+ +

اگر بار دو ذره هم‌اندازه و هم‌نام باشد، میدان الکتریکی خالص در وسط فاصلۀ 
بین دو بار صفر است. 

 : q2  دو ذرۀ باردار ناهم‌نامq1 و
میدان خالص خارج از فاصلهء دو بار، روی خط واصل بین دو بار و نزدیک به باری 

که اندازهء کوچکتری دارد، صفر است.

 

q q
1 2
<

    

EA=0

r1

r2

A q
2

q
1

+ -

از آنجا که میدان الکتریکی خالص در نقطۀ A در دو حالت بالا صفر است، باید 
E برقرار باشد، پس می‌توان گفت:  E

1 2
= شرط

E E k
q

r
k
q

r

q

q

r

r1 2

1

1

2

2

2

2

1

2

1

2

2� � � � � ( ) �

فاصلۀ در   q nC2 7 2== / و  q nC1 1 8== / نقطه‌ای بار  دو  مقابل،  در شکل   

14 سانتی‌متری از یکدیگر ثابت شده‌اند. میدان الکتریکی خالص در فاصلۀ  4/

q2 صفر می‌شود؟  چند سانتی‌متری از بار

14/4cm

q
1
�1/8nC q

2
�7/2nC
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q2 هم‌نام هستند، پس میدان الکتریکی خالص در نقطه‌ای   بارهایq1 و
، صفر می‌شود. فاصلۀ نقطۀ M تا  ( )q1 بین فاصلۀ دو بار و نزدیک به بار کوچک‌تر

x سانتی‌متر در نظر می‌گیریم:  بارq1 را 

E
1

E
2

14/4 _ xx M

q
1
�1/8nC q

2
�7/2nC

E می‌شود و داریم:  E
1 2
=  میدان الکتریکی خالص صفر است، پس

E E k
q

r
k
q

r x x
1 2

1

1

2

2

2

2 2 2

1 8 7 2

14 4

� � � � �
�

/ /

( / )
�

� � � � ��� � �4 14 4 2 14 4
2 2x x x x( / ) /

nm] �
� � � �3 14 4 4 8x x cm/ / �

q2 برابر است با:  فاصلۀ نقطۀ M تا بار
14 4 14 4 4 8 9 6/ / / /� � � �x cm �

 خطوط میدان الکتریکی �

 ویژگی‌های خطوط میدان� 
 خطوط میدان الکتریکی در هر نقطه هم‌جهت با بردار میدان الکتریکی در آن 

نقطه است. 

q+
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q+ است. خطوط میدان الکتریکی در جهتِ دور شدن از ذرۀ باردار

q_

q− است. خطوط میدان الکتریکی به سمت ذرۀ باردار

خطوط میدان از بار مثبت خارج و به بار منفی وارد می‌شوند. 

 بردار میدان الکتریکی در هر نقطه، مماس بر خط میدان عبوری از آن نقطه و 
هم‌جهت با آن است.

EB

EA

A

B

 هرجا که خطوط میدان متراکم‌تر باشد، بزرگی میدان بیشتر است. 

EB

EB

EA

EA

A B

<

 خطوط میدان برایند یکدیگر را قطع نمی‌کنند و از هر نقطه از فضا فقط یک 
خط میدان الکتریکی می‌گذرد.

 خطوط میدان اطراف دو بار نقطه‌ای� 
  دو بار ناهم‌نام: 

_
q
2

+
q
1

q
1

q
2

_+

q q
1 2
=                          q q

1 2
>
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 دو بار هم‌نام:

q
1

q
2 +q

1 q
2

+++ +

q q
1 2
=                               q q

1 2
>

 میدان الکتریکی یکنواخت � 
اگر خطوط یک میدان الکتریکی، مستقیم، موازی، هم‌فاصله و هم‌جهت باشند، آن 

میدان را یکنواخت می‌گوییم.
E

q2 رسم شده‌اند:  q1 و  در شکل مقابل، خطوط میدان اطراف دو بار الکتریکی

q 1 q2

q2 را تعیین کنید.  q1 و الف( نوع بار
ب( اندازۀ کدام بار بیشتر است؟ چرا؟

 
 همان‌طور که در شکل مشاهده می‌کنید، خطوط میدان از بارq1 خارج و به 

q2 منفی است.  q2 وارد می‌شوند، در نتیجه بارq1 مثبت و بار بار

q
1

q
2

_

 اطراف بار مثبت، ۵ خط میدان و اطراف بار منفی، 8 خط میدان کشیده شده، 
q است.  q

2 1
> q2 متراکم‌تر و بزرگ‌تر است، پس پس میدان اطراف بار
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 انرژی پتانسیل الکتریکی �
 هرگاه ذرۀ بارداری در یک میدان الکتریکی قرار داشته باشد، انرژی ذخیره‌شده‌ای 

در ذرۀ باردار است که به آن انرژی پتانسیل الکتریکی می‌گویند.
 کار نیروی الکتریکی وارد بر ذرۀ باردار توسط میدان در یک جابه‌جایی مشخص 

برابر با قرینۀ تغییر انرژی پتانسیل الکتریکی ذره در آن جابه‌جایی است: 
W UE E� �� �

 با حرکت ذرۀ باردار در یک میدان الکتریکی: 
 اگر ذره آزادانه در میدان رها شود )بار مثبت در جهت میدان و بار منفی خلاف 

جهت میدان شروع به حرکت می‌کند(: 
W UE E� �0 0, � �

 اگر بار مثبت خلاف جهت میدان و بار منفی در جهت میدان جابه‌جا شود: 
W UE E� �0 0, � �

 اگر ذره عمود بر میدان جابه‌جا شود: 
W UE E� �� 0 �

 رابطۀ کار نیروی الکتریکی روی ذره در میدان:
W q EdE � cos� �

 ( )J WE: کار نیروی الکتریکی
( )C : اندازۀ بار q

( )
N

C
E: اندازۀ میدان

( )m d: جابه‌جایی ذره 
θ : زاویۀ بین بردار نیروی الکتریکی وارد بر ذره و جابه‌جایی

 رابطۀ تغییر انرژی پتانسیل الکتریکی: 
�U q EdE � � cos� �
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E، مانند  N
C

�� ��3 105 �6�� در میدان الکتریکی یکنواخت�C  یک ذره با بار

AB و cm== 15 گر شکل از نقطۀ A به B و سپس از B به C منتقل می‌شود. ا
BC باشد، تغییر انرژی پتانسیل الکتریکی این ذره در کل جابه‌جایی  cm== 10

چند ژول است؟ 

E

A

B
C

 
A برابر است با:  B→  تغییر انرژی پتانسیل الکتریکی ذره در مسیر 

d1

FE

E

�U q EdE1 1� � cos� �

� � � � � � � � � � �� �
�

�U JE
1

6 10 3 10 15 10 180 0 27
6 5 2

1

cos / �

B، عمود بر میدان حرکت می‌کند. پس زاویۀ بین  C→  ذره در مسیر 
900 است:  نیروی الکتریکی و جابه‌جایی 

d 2

E

FE

     �U q EdE
2

2

0

0

90 0� � �cos �

 حالا که در هر دو مسیر، تغییر انرژی پتانسیل الکتریکی را یافتیم، با جمع 
تغییرات، تغییر کل به‌دست می‌آید:

� � �U U U JE E E� � � � �
1 2

0 27 0 0 27/ / �
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سلامی دوباره به یازدهمی‏های عز�یز

خب، برگشتیم با یه معجزۀ شب آزمون دیگه! امیدوارم درس‌نامه‏های قبلی حسا�بی به 

کارتون اومده باشن. ای�ن بار قراره وارد یکی از جذاب‏تری�ن بخش‏های فصل اول، یعنی دنیای 

واقعی واکنش‏ها بشیم.

تا اینجا معمولًا واکنش‏ها رو در شرایط ایده‏آل بررسی می‏کردیم؛ اما دنیای واقعی همیشه 

همۀ  هم  و گاهی  نیستن  خالص  اولیه‏مون  مواد  ایده‏آل نیست! گاهی  هم  اون‌‌قدرها 

در  رو  ای�ن شرایط  بگی�ریم چطور  یاد  باید  نمی‏شن؛ پس  تبدیل  فراورده  به  واکنش‏دهنده‏ها 

محاسبات شیمیا�یی در نظر بگی�ریم و از دل مسئله‏های واقعی، جواب درست رو بی�رون بکشیم. 

پس ای�ن درس‌نامه رو با دقت بخونی�ن که قراره آماده‏تر از همیشه بری�ن سراغ آزمون! )فقط 

ای�ن نکته رو تو پ�رانتز بگم؛ اگر نیاز به مرور صفحات 1 تا 22 کتاب درسی برای آزمون داشتید، 

به معجزه‌های شب آزمون 17 مهر و 1 آبان مراجعه کنید(

 درصد خلوص�
واکنش‏دهنده‏های مصرف‌شده در صنعت و آزمایشگاه کاملاً خالص نیستند و علاوه 
بر مادۀ مورد نیاز، شامل ترکیبات دیگر نیز می‏شوند. برای بیان میزان خالص بودن 
این مواد، از مفهوم درصد خلوص استفاده می‏شود. درصد خلوص هر ماده از رابطۀ 

مقابل به‏ دست می‏آید:

|¼±i kÅnj

}²Ii â½jI¶ ³o]

}²IiIº â½jI¶ ³o]

� �
( )

( )

g

g
100 �

استفاده  واکنش‏دهنده  به‌عنوان  ناخالص  مواد  از  آن‏ها  در  برای حل مسائلی که 
جرم  میان  ارتباط  برقراری  برای  گفته‌شده  رابطه‏های  از  است  کافی  می‏شود، 

نمونه‏های ناخالص مواد استفاده کنیم. در این رابطه داریم: 

÷درصد خلوص ماده

درصد خلوص ماده ×
جرم مادۀ ناخالصجرم مادۀ خالص

2 را در نظر بگیرید.  3 3A g C g D g B g( ) ( ) ( ) ( )� � � به‌عنوان مثال، واکنش
x در این واکنش مصرف شده باشد، برای  A با درصد خلوص اگر مقداری مادۀ
تبدیل جرم این ماده به سایر مواد، ابتدا جرم نمونۀ ناخالص را به جرم خالص آن 
ماده تبدیل کرده و پس از آن، صرفاً با استفاده از معادلۀ واکنش و جرم مولی مواد 
داده‌شده، محاسبات را پیش می‏بریم. برای مسائل درصد خلوص مانند سایر مسائل 

استوکیومتری از دو روش زیر استفاده می‌کنیم.
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 استفاده از ضریب تبدیل مناسب: در این روش، با استفاده از ضرایب موجود در 
معادلۀ واکنش، درصد خلوص مواد داده‌شده و چند کسر تبدیل مناسب، مقدار جرم 

یک ماده را به جرم مادۀ نهایی تبدیل می‏کنیم:

B A
A

gA
â â

â

½jI¶ ³o] ½jI¶ }²IiIº ³o]

½jI¶ |¼±i kÅnj

}²IiIº

� �
100

� 

× × ×
1

1
molA

A g

B

A

B g

molBÂ²¼¶ ³o]

â

â

Â²¼¶ ³o]½jI¶ KÄoò

½jI¶ KÄoò

�

 استفاده از روش تناسب: در این روش، با استفاده از ضرایب موجود در معادلۀ 
واکنش و یک تناسب، جرم مادۀ داده‌شده را به جرم مادۀ نهایی تبدیل می‏کنیم. 

  
}²Ii â½jI¶ ³o] }²IiIº â½jI¶ ³o]

|¼±i kÅnj

� �
� �������������100��� �

B

B B

A
A

â½jI¶ ³o]

â½jI¶ KÄoò

â½jI¶ }²IiIº ³o]

â½jI¶ |¼

Â²¼¶ ³o]�
�

�
±±i kÅnj

â½jI¶ KÄoò Â²¼¶ ³o]

100

A A�
�

 بازده درصدی�

کثر مقدار فراورده‏ای که به شرط مصرف کامل واکنش‌دهنده‌ها قابل تولید  به حدا
است، مقدار نظری می‏گویند. مقدار نظری فراورده‏های تولیدشده در یک واکنش، از 
محاسبه‏های استوکیومتری به‏ دست می‏آید. در بسیاری از واکنش‏ها، به دلیل انجام 
برخی از واکنش‏های ناخواسته در کنار واکنش اصلی، مقدار فراورده‏های تولیدشده 
کمتر از مقدار مورد انتظار می‏شود. به مقداری از فراورده‏ها که به‏صورت عملی در 

طول واکنش‏‏های شیمیایی به ‏دست می‏آیند، مقدار عملی می‏گویند.
در چنین شرایطی، مقدار عملی فراورده‏های تولیدشده در واکنش‏ها کمتر از مقدار 
نظری آن‏ها است. شیمی‏دان‏ها برای محاسبۀ مقدار واقعی فراورده‏های تولیدشده 
در واکنش‏ها، از مفهوم بازده درصدی استفاده می‏کنند. در واقع، بازده درصدی 
کارایی یک واکنش شیمیایی را نشان می‌دهد و مقدار آن برابر با نسبت میان مقدار 

عملی فراورده‏های تولیدشده به مقدار نظری این فراورده‏ها است. 
ÁkÅnj ½jpIM

Â±µø nHk£¶

ÁoÊº nHk£¶
� �100 �
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برای حل مسائلی که در آن‏ها از مفهوم بازده استفاده می‏شود، کافی است از روابط گفته‌شده 
برای برقراری ارتباط بین جرم مواد استفاده کنیم و درنهایت، جرم فراورده را در مقدار 
 2 3 3A g C g D g B g( ) ( ) ( ) ( )� � � بازده ضرب کنیم. به‌عنوان مثال، در واکنش
A مصرف شده باشد، برای تبدیل جرم این ماده به سایر مواد، ابتدا  اگر مقداری مادۀ
با استفاده از  جرم نظری فراوردۀ تولیدشده را محاسبه کرده و پس از آن، صرفاً 
مفهوم بازده درصدی، مقدار واقعی فراوردۀ تولیدشده را محاسبه می‏کنیم. در این 

رابطه داریم:

÷بازده درصدی

بازده درصدی ×
مقدار نظریمقدار عملی

برای مسائل بازده درصدی مانند سایر مسائل استوکیومتری از دو روش زیر استفاده می‌کنیم:
 استفاده از ضریب تبدیل مناسب: در این روش، با استفاده از ضرایب موجود در 
معادلۀ واکنش، درصد خلوص مواد داده‌شده و چند کسر تبدیل مناسب، مقدار جرم 

یک ماده را به جرم مادۀ نهایی تبدیل می‏کنیم. 
  

B A
molA

A g

B

A
â½jI¶ ³o] â½jI¶ ³o]

Â²¼¶ ³o]

â½jI¶ KÄoò

â½jI¶ KÄo

� � �
1

òò

Â²¼¶ ³o] ÁkÅnj ½jpIM

� �
B g

molB1 100

 استفاده از روش تناسب: در این روش، با استفاده از ضرایب موجود در معادله 
واکنش و یک تناسب، جرم مادۀ داده‌شده را به جرم مادۀ نهایی تبدیل می‏کنیم. 
توجه داریم که کسر بازده فقط در صورت تناسب‏های مربوط به مواد واکنش‏دهنده 

قرار می‏گیرد. برای مثال داریم: 

Â±µø nHk£¶ ÁoÊº nHk£¶
ÁkÅnj ½jpIM

� �
� �������������100 �

B

B B

A

A

â

â Â²¼¶ ³o]

â

â

½jI¶ KÄoò

½jI¶ KÄoò

½jI¶ ³o]

ÁkÅnj ½jpIM

�
�

�
100

½½jI¶ KÄoò Â²¼¶ ³o]�A
�
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یازدهم ریاضیشیمی

الان که درصد خلوص و بازده رو هم یاد گرفتی�ن، مباحث استوک�یومتری کنکور براتون تکمیل 

شد و از الگوریتم زی�ر برای حل مسائل استوک�یومتری می‏تونی�ن استفاده کنی�ن:

B گرم
ناخالص

(S
TP

در 
) B

ر 
يت

ل

B ليتر گاز
(STP در غير)

١LB

(B چگالی)g B

بازدۀ درصدی

ش
كن

 وا
ده

از
ب

١٠٠

ضريب
A  استوكيومتری

ضريب
B  استوكيومتری

درصد خلوص

١٠٠

١mol B

١mol B

٢٢/٤LB

١mol Bتعداد
مول

B

B
م 

گر

A گرم
ناخالص

A
ت

ذرا
د 

دا
تع

B
ت

ذرا
د 

دا
تع

(S
TP

در 
) A

ر 
يت

ل

A ليتر گاز
(STP در غير)

١LA

(A چگالی)g A درصد خلوص

١٠٠

١mol A

١mol A

٢٢/٤LA

(Aجرم مولی) g A

(Bجرم مولی) g B١mol A

N   ذره AA

N   ذره BA

تعداد
مول

AA
م 

گر

× 

× × 

× 

× 

× × 

× 

× 

× × × 



با بودجه بندی آزمون، هدف این دو هفته ات رو مشخص کن.

هدف کوچک، مسیر روشن

با برنامه مطالعاتی ماز پیش برو یا برنامه شخصی خودت رو بساز.

برنامه ای برای حرکت

در بخش کلاس ها، آموزش صفر تا صد مباحث رو ببین.

یادگیری، هرجا نیاز داری

با جزوۀ معجزه شب آزمون، مباحث رو فشرده جمع بندی کن.

چهارشنبه، دو هفته مطالعئئئه؛ یک روز مرور

پیش آزمون تراز: سؤالات کنکور و منتخب سؤالات ماز

پنج شنبه؛ تمرین قبل از رقابت

در آزمون اصلی، رتبه و ترازت رو بین شرکت کنندگان سراسر کشور ببین.

جمعئئئه؛ جایگاهت رو بشناس

نقاط قوت و ضعف رو بشناس و برای رسیدن به لیگ بالاتر هدف بذار.

رفع اشکال کن و برای دو هفتۀ بعد، دقیق تر برنامه بریز.

کارنامه؛ نقشۀ قدم بعئئئدی

� یک قدم حساب شده تر هر آزمون، شرو

پیشرفت برق آسا در 14 روز
از هدف گذاری تا یادگیری، مرور و پیشرفت

معئئئجزۀ هدف گذاری؛
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